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1. Уводни понятия
· def - Допълнителен граф на G се дефинира по следния начин:  , ако  
· def - Подграф H на графа G – когато V(H) е подмн. на V(G) и E(H) е подмн. на E(G).
· def – Казваме, че H е породен подграф на G, ако всеки два върха на Н, които са съседни в G, са съседни и в H.
· def – Ако , с  oзначаваме подграфа на G, който се получава като премахнем реброто е.
· def – ако  , с   означаваме подграфа на G, който се получава чрез премахване на всички ребра през 
· def – Казваме , че v e клика ако всеки два върха на  са съседни в 
· def – дискретни подграфи  (независими множества) – в които няма два съседни върха.
· Твърдение1: ако с  означим броя на всички 3-клики в G, a с  броя на 3-кликите учасва върха  , то е вярно неравенството: 
· Доказателство: с матрица, стълбовете са триъгълниците на G, а редовете – върховете. 1 ако участват в тях и 0 – ако не. Чрез сума на редовете.
· Твърдение2:  p – броя на върховете в кликата (p-клика)
· def – най-голямото число p, за което G има p-клика се нарича кликово число и се бележи с 
· def – Казваме, че образуват път ако  и са различни.
· def – Нека  и са свързани с път. Дължината на най-късия път от  се бележи с 
· def  - Казваме, че образуват цикъл ако  и са различни.
· Ако минималната степен  на графа G, тогава има път с дължина .
2. Двухроматични (бихроматични) графи
· Твъедение1: Нека G e граф и  и  и A е независимо множество. Тогава  (равенство, когато и B е независимо). Док: Всяко ребро наG има поне един край в В.
· def – Казваме, че G e 2-хром. граф ако  и  , където А и В са независими множества.
· Теорема на Кьониг: Графът G е 2-хроматичен не съдържа нечетни цикли. Доказтелство:
· =>: нека съдържа нечетен цикъл. Оцветяваме под ред всички върхове и за последния и двата цвята са му съседни, т.е. противоречие.
· <= : Не съдържа нечетни цикли. Можем да предположим, че G e свързан. Нека  . За всяко  ако  е четно – присъединяваме към множеството , иначе – към . Така  и  .  Остава да докажем, че  са независими. Допускаме, че не са. Следователно, ако съществува реброто   и  ,  имаме следните 2 случая:       1)	най-късите пътища от v до u () и от v до w () не се пресичат;                     2) най-късите пътища и  се пресичат.     При 1) е трвиално ясно, че  образуват нечетен цикъл. При 2 взимаме последната точка на пресичане на двата пътя от v , нека върхът е x. Тъй като са най-къси пътища, то те са и най-къси от v до x, т.е. те са с равни дължини. Ако вземем x попадаме точно в 1). Доказана.
3. Теорема на Туран за  графи без триъгълници (две доказателства).
· Теорема на Туран (частен случай): Нека G e граф, който не съдържа триъгълници. Тогава . Доказателство:
· Първо доказателство: Когато няма триъгълници  за всеки  (може да се докаже лесно).   Нека означим   Тогава сумата       (*). Тъй като  участва в сумата, точно толкова пъти, колкото съседа има (т.е.  пъти). Следователно

От неравенството на Коши имаме, че
 , т.е.  . От (*) получаваме, че      ->     ->     Доказана.
· Второ доказателство (Ненов и Хаджииванов 1976 г.) : Нека  е връх с максимална степен, т.е.   . Нека A е множеството от съседите на  . Тъй като е А е независимо множество (няма триъгълници в G) ако вземем сумата на степените на всички върхове извън А то тя ще бъде по-голяма от общия брой на ребрата в G (всеки съсед на върховете в А покрива единия край на ребрата към А), т.е.  . От друга страна  , a   =>

Това е квадратна функция на  и нейните корени са  => максимумът се достига при  => 
4.  Графи без 4-цикли. Оценка отгоре за броя на ребрата.
· Теорема (I. Reiman, 1958) Нека G е граф, който не съдържа 4-цикли. Тогава

· Доказателство: Да вземем връх v, който е средата на път с дължина 2. Пътищата с дълж. 2, на които може да е среда са комбинация на всеки съсед с останалите, т.е.  . Но нашият граф не съдържа четири-цикли, то v не може да е среда на повече от един такъв път, защото в противен случай се образува четириъгълник. Така може да ограничим общия брой на тези пътища с по един за всеки връх:   . От това следва:    

 -> 

 Да направим оценка отдолу на . От неравенствата на Коши имаме:  ->  ->  ->

 От корените на това неравенство получаваме, че   
5. r-хроматични графи. Сума на Зиков. Оценка отгоре за броя на ребрата.   Граф на Туран. Оценка отгоре за броя на ребрата с помощта на графа на Туран.
· def - r-хроматично разбиване:           ,       
· def – Казваме, че графът G е r-хроматичен, ако има поне едно r-хроматично разбиване. В случай, че  за всяко  от  тогава графът се нарича пълен r-хром граф. (пълен r-хроматичен граф – между независимите множества на разлаганията са свързани всички възможни ребра)
· Сума на графи на Зиков:  и  - графи. Сумата на графите  се дефинира така:

 където

· Твърдение1: Пълният r-хром. граф се определя еднозначно от числата . 
· Брой на ребрата в r-хроматичен граф:

· Твърдение2: Нека G е r-хром. граф. Тогава  
· Неравенства на Маклорен: 
· Нека G e пълен r-хроматично граф и pi = |Vi|. n = |V|
a) Тогава e(G) = sigma(p1, p2, ... , pr)
·   когато  е регулярен от степен

· ,  Tr(n) е регулярен само когато r дели n

  -> 

· -> вдигаме на квадрат:         
· 
· 
·   
·   
·   
6.  Теорема на Туран.
· def1 - граф на Туран: r-хром. граф, в който броят на върховете в независимите множества, образуващи r-хром. разбиване се различава с не повече от едно, т.е. |Vi| = pi , |pi – pj | <= 1
· def2  - граф на Туран: ... min {p1,…,pr} = q  =>  max {p1,…,pr} = q или q+1 , бележи се с 
· Теорема 1: Нека G e n-върхов r-хроматичен граф. Тогава  e(G) <= e (Tr(n)) Доказателство: 
· е множеството от всички r-хром. графи с n върха. Взимаме Gо от  и нека Go е екстремален , т.е. с най-много ребра в   . Ясно е, че Go е пълен хроматичен  . Трябва да докажем, че  . Допускаме противното -  . Проверяваме със и се оказва, че има повече ребра заради  
· Брой на ребрата на Турановия граф
·  Нека  от числата са q+1 , а   са q. Тогава непременно    . 
· Твърдение:  
· A имат q върха, B имат q+1.      
· 
·    ,  ,  а графът е регулярен =>  
·   , защото от всеки от В към А излизат 
· 
· Теорема на Туран 1: G не съдържа r+1 –клики. Тогава e(G) <=  e(Tr(n)) . Има и Т2 , Т3 и Т на Зиков.
· Дефинираме   като множ. на съдържащите r+1 клики графи. Взимаме екстремален граф  Go в    Ще докажем, че Go=Tr(n) . 
· 1) ще докажем, че всеки два несъседни върха в Go имат равни степени.
· 2) ще докажем, че в Go релацията несъседство е релация на еквивалентност
· T2: Нека G не съдържа (r+1)-клики . Тогава     
· T3: Същото, за  
7. [bookmark: _GoBack]Сдвоявания (matching theory)
· def – Нека G e граф и E е подмножество на E(G). Казваме, че E е независимо множество от ребра, ако всеки две ребра от тях не са съседни. Всяко независимо множество от ребра се нарича сдвояване.
· def – Казваме, че сдвояването М на графа G e максимално , ако то не се съдържа в друго, различно сдвояване на графа G.
· def – Казваме, че сдвояването M на графа G e максимум сдвояване в G , ако измежду всички сдвоявания, то има най-много ребра.
· Максимум е максимално, но максимално не винаги е максимум
· Теорема на Берж: Нека G е граф и М е сдвояване. М е максимум сдвояване  Не съществува алтерниращ път спрямо М, който покрива 2 непокрити от М върха.
· Нека М е максимум. Допускаме, че съществува такъв път Р и взимаме МΔE(P) и получаваме сдвояване М* |M*| > |M| . Противоречие с М максимум.
· Опитваме се да докажем, че съществува алт. път Р, който покрива 2 непокрити от М върха. Нека М не е максимум и да вземем М*, което е максимум. Доказваме лемата, че за подграфът H на G , E(H) = МΔМ* е изпълнено d(v) <= 2 (което означава, че H е съставен от компоненти цикли или пътища). От М* максимум имаме |M*|> |M| = > има компонента, в която има повече ребра от М* , отколкото от М. Доказваме, че тя не може да е цикъл. От това, че компонентата е път Р и ребрата от М* са повече от М и не може да има съседни от едно сдвояване => P започва с връх от М* и завършва с връх от М*. Следователно това е алтерниращ за М път, който покрива 2 непокрити от М върха.  Доказано.
8. Върхови покрития и независимост
· def – Нека G e граф и  е подмножество на V(G). Казваме ,че V e независимо множество, ако в него няма двойка върхове, които да са съседни.
· def – Най-голямото число р, за което в G съществува независимо множество с р върха, се нарича число на независимост – , 
· def – Нека G e граф и w e подмножество на V(G). Казваме, че w e върхово покритие на G, ако всяко ребро на G е инцидентно с поне един  връх от w.
· def – Казваме, че върхово покритие е минимално, ако всяко негово собствено  подмножество не е върхово покритие на G.
· def – Когато върховото покритие w има минималния възможен брой върхове, се нарича минимум върхово покритие на G
· броят на върховете в минимум покритието се бележи с  
· равенство на Галай:  . Доказателство: нека A e независимо множество, а W – върхово покритие. V(G) \ A е върхово покритие (защото всички ребра са в V(G)\A , а в А няма ребра) =>   т.е.  т.е.  . Избираме А =  .   =>    .  е независимо множество, защото ако съществува ребро в него, то W няма да е върхово покритие. =>  . Избираме |W| =  и получаваме .
9. Ребрени покрития и ребрена независимост в графи
· def – Нека G е граф и Е е подмножествоо на E(G) . Казваме,ч е Е е независимо мн-во, ако всеки две ребра от Е не са съседни, т.е. ако Е е сдвояване.
· Броят на ребрата на максимум сдвояване се бележи с 
· def – Нека G e граф  и Е е подмножество на Е(G) . Казваме , че Е е ребрено покритие на G ако всеки връх на G e инцидентен с поне едно ребро от E.
· Казваме, че ребреното покритие е минимално, ако всяко негово собствено подмножество не е покритие. Казваме , че Е е минимум ребрено покритие, ако е Е има минималния възможен брой ребра. 
· Броят на ребрата във всяко минимум ребрено покритие се бележи с .   е дефинирано само за графи, които нямат изолирани върхове.
· Всяко ребро покрива най-много 2 върха, т.е. ако |V(G)|= n > 2|E| то Е не е ребрено покритие. От това следва следното ограничение за минимум ребрението покрития:  
· Второ равенство на Галай : Нека G e n-върхов граф без изолирани върхове. Тогава   Доказателство: 
a.  : Взимаме максимум сдвояване Мо. Всяко ребро от него покрива точно 2 върха от G, а останалите, непокрити върхове на G образуват независимо множество U (независимо, защото ако има ребро в него може да го присъединим към Мо и тогава Мо няма да е максимум). От това следва, че върховете в u са  От всеки връх в U излиза поне едно ребро, защото графът няма изолирани върхове (взимаме точно едно ребро eu от всеки). Разглеждаме  = {Mo} U {eu | u принадлежи на U} . e ребрено покритие =>  , но  =>  => 
b.  : Взимаме минимум ребрено покритие  на графа => ||=. Ео покрива всичките n върха. Тъй като се използват минимум ребра, то в Ео няма триъгълници и пътища с дължина 3 =>  разделя графа на компоненти на k компоненти-звезди Hi. Взимаме от всяка по едно ребро и получава сдвояване от k ребра, т.е.  (*). Общият брой на ребрата в компонентите е ||=, а тъй като компонентите са звезди , то ако във всяка има mi  , i=1…k върха, то ребрата са mi-1 , т.е. ||= = (**). Сборът на всички mi e броят върховете в графа =>   (i = 1…k) И така от (*) следва неравенството:  
· От горното следва, че всяко максимум сдвояване  се съдържа в минимум ребреното покритие 
· Min/Max теорема на Кьониг (за  ) : Нека G е граф и М е сдвояване на G , а W е върхово покритие на G . Ако |M| = |W| , тогава M e максимум сдвояване ( |M| = ) и W е минимум върхово покритие (|W| =  ), т.е.  .
· Доказателство: Нека Мо е максимум сдвояване и Wo да е минимум върхово покритие. Тогава |M| <= |Mo| и |W|>=|Wo|, т.е. |Wo|<= |W|=|M|<=|Mo| (*). Тъй като W е върхово покритие, то всяко ребро от М е покрито с поне един връх от W и един връх не може да покрива 2 ребра едновременно (от сдвояването) => |Wo| >= |Mo| (**) От (*) и (**) следва, че |Wo|=|Mo|, т.е. 
10. Сдвоявания в 2-хроматични графи
· За всички графи е изпълнено: |M|=  =|W| , защото за покриването на всички ребра на едно сдвояване М са нужни |M| върха (по 1 за всяко ребро от сдвояването), а неравенството идва от възможността да има непокрити ребра извън сдвояването.
· Теорема на Кьониг за 2-хроматични графи: Нека G е 2-хроматичен граф. Тогава  .
· Доказателстово(само началото): Допускаме противното, т.е. че съществува граф Go
1)  
 Взимаме граф Go, койтo e най-малкият контрапример [1] (с възможно най-малко върхове и възможно най-малко ребра сред тези с най-малкото върхове) Тъй като е минимален контрапример , махането на връх или ребро от него трябва да му взима контрапримерното свойство, т.е. 
2)  ;
3)  ;
4) Go е свързан, защото иначе някоя от неговите компоненти ще бъде по-малкък контрапример от него.
5) , защото за четните цикли и пътищата е в сила  , а нечетните не са 2-хром;
Следва някакво разглеждане на случаи на основата на тв. 5.
11. Теорема на Филип Хол за сдвоявания в 2-хром. Графи
· def – Нека G e граф и S е подмножество на V(G).  С  N(S) означаваме множеството на всички върхове, които са съседни на поне един връх в S.
· Теорема на Филип Хол: Нека G е двуцветен граф с части X и Y. Графът G има сдвояване, което покрива X  |N(S)| >= |S| за всяко S подмн. на X. Доказателство:
a. => :  тъй като S е подмн. на Х и сдвояването покрива Х, то покрива и S. Съседите на S в сдвояването са S’ (|S’|=|S|) и S’ е подмножествно на N(S), т.е. |N(S)|>=|S’|=|S|.
b. <=: Взимаме макс. сдвояване W в G и нека частта му в Х е А, а в Y – B ( ) . Разглеждаме ребро в X-A: взимаме ребро с край в Х-A – то е покрито от В, т.е. N(X-A) се съдържа в В. От друга страна, от |N(S)| >= |S| знаем, че |N(X-A)| >=|X-A| и като заместим N(X-A) с B се запазва неравенството: |B|>=|X-A| => |B|>= |X|-|A| => |A|+|B|>= |X| ,|A|+|B|=|W|>=|X|, т.е. сдвояването покрива Х.
12. Формула на Кьониг-Оре
· Нека G е 2-хром граф с части X и Y и нека S е подмножество на X. Тогава винаги  е върхово покритие.
13. Хроматично число. Оценка отгоре. Алчен (greedy)  алгоритъм.   Две  следствия.
· Def – Най-малкото естествено число r, за кото G има правилно r-хром разлагане се нарича хроматично число и се бележи с 
· Vi са независими в разбиването =>   => |V(G)|<=r* =>

· Нека . Тогава:
· 
· 
· Нека G има е(G)=m ребра. Тогава 

· Доказателство: тъй като между Vi и Vj има поне едно ребро, то   , после от корените на неравенството.
· Нека в G най-дългият път има k върха. Тогава 
· Док: взимаме винаги най-късия и по разстояние до върховете по него го оцветяваме и изключваме пътя от G. Не може да се повтори цвят, защото взимаме най-късия винаги.
· Нека G е граф и  Тогава 
· Алчен (greedy) алгоритъм: 
1) Подреждаме (номерираме) върховете 
2) оцветяваме с 1
3) Ако и  не са съседни – оцветяваме с 1, иначе с 2  (използваме най-малкия номер, който не е цвят на съседите на )
4) И т.н.
· Твърдение1: Нека Gе свързан граф. Тогава върховете могат да се подредят така, че всеки връх да е съседен на някой от следващите.
· Следствие G не може да се оцвети с цвята, но може само с 1 едноцветно ребро.
14. Оценки отдолу на хроматичното число.
·  ,  - ср. Степен. Док:
· 
· Също валидно и за =
· Def – Нека G е граф.  oзначава, че при всяко 2-оцветяване G има едноцветен триъгълник. (графи на Рамзи)
· Твърдение  =>   (Док: разделяме на 5 групи (звезда))
15. Теорема на Брукс.
· Теоремата: Нека G е свързан граф и  . Нека   и   . Тогава G има правилно  -оцветяване на върховете.
16. Графи без триъгълници с произволно голямо хроматично число. Конструкция  на Мицaлски.
· ,      =>   
· Лема: Има поне един връх  във , който да е съседен на поне по един в останалите
· Контрукция на Мицалски: Нека G е граф и  . С  означаваме разширението на G:
1) Добавяме към   нови върхове 
2) Съседите на  са върховете  , които са съседни на   (т.е. съседите на  са съседите на )
3) Съединяваме  с ребра   към всеки от   
·   е незав. множество и не е съседен на никое от 
· Теорема: Нека G e граф и M(G)  е графа след контрукцията на Мицалски. Тогава:
· Ако в G няма 3-клики, тогава и в M(G) няма 3-клики
· 
17. Критични хроматични графи.
· Def – Графът G e критичен хроматичен граф, ако   за всеки собствен подграф Н на G  ( ) .
· Ако  G e критичен r-хроматичен граф.
· Върхово-критични и ребрено-критични графи
· Твърдение1: G e разложим (сума на Зиков)   е несвързан.
· Твърдение2: Нека G е разложим. Тогава G е върхово-критичен   и   са върхово-критични.
18. Теорема на Дирак.
· Теоремата: Нека G е върхово критичен граф и  и   . Тогава:
·   
· Ако   , то  
19. Минимални хроматични графи.
· Теорема А на Галай : Нека G е върхово-критичен хром. граф и  . Тогава графът G е разложим.
· Теорема Б на Галай: Нека G е върхово-критичен граф и   и   . Тогава графът G има поне  конични върха. (ако   )
· 
· Def – Казваме, че е минимален граф в , акопринадлежи на  и има най-малко върхове. 
· Def – броят на върховете на минималните графи се бележи с 
· F(5,3) = 11 (Nenov, 84)
· Теорема: Нека  . Тогава:
· 
·  е единственият минимален.
· (Nenov),   през 2010
·  e min в  , Q – Kerry’s graph (n=13, d(v)=4)
